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Definition, fundamentale Eigenschaften und Ordnung der 
rationalen Kurven; ihre Transformation auf neue Koordi- 
natenaxen. 


Seien für die Koordinaten x und y eines Punktes die 
Gleichungen gegeben : 


2. 1: ul) aolner a) 
de Bo el” ei 
1 OR 0,9 ie Yan N ne Pop Kt Se wir. 
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Dieses ist die alleemeinste Form der zu betrachtenden 
Gleichungen; denn haben x und y verschiedene Nenner o, 
und o,, so kann man sie durch Erweitern auf gleichen Nenner 
» =9 % bringen; und ist eine der Funktionen vom 
niedrigeren Grade als die andern, so kann man das als jenen 
speziellen Fall betrachten, in welchem einige der Koeffizienten 
ir, Dos ga „netca gleich. Null;sind: 


Jedem Werte von A entspricht ein bestimmter Punkt x, y. 
Aendert sich X stetig, so ändern sich auch x und y stetig, 
und diese Gleichungen stellen eine Kurve dar, welche die 
charakteristische Eigenschaft besitzt, dass sie einen zusammen- 
hängenden Zug bildet, insoferne man einen wiederholten Durch- 
gang durch das Unendliche nicht als Unterbrechung des Zu 
sammenhanges auffasst. Für jede Wurzel von %, Q) = 0 
geht nämlich die Kurve dnreh das Unendliche, a Werte 
%* = co aber entspricht im allgemeinen ein endlicher, nicht 
ausgezeichneter Punkt deı : Kurve. Wir nennen daher die zu 
betrachtenden Kurven „unikursal® oder „rational“; letztere 
Bezeichnung stützt sich darauf, dass die Koordinaten ihrer 
Punkte rationale Funktionen eines Parameters sind. 


Base 


Die Unikursalität erleidet indessen insoferne eine Aus- 
nahme, als auch isolierte Punkte vorhanden sein können. Es 
ist nämlich möglich, dass zu einem imaginären Parameter 
ı = ri v.ein reeller Punkt gehört; dieser liegt dann 
ausserhalb der zusammenhängenden Punktreihe, die : den 
reellen % entspricht. Führen wir in die Gleichungen I) und 


2)% = u tiv ein, so erhalten wir: 
TR 9, tiyı x m, en, 
ni eg (95)? +06)? 
. BR? E | 
(93)? + (3)? 


wobei ©, y, m, n, Funktionen von u und v sind. Die ratio- 
nalen Gleichungen n, = 0 n, — 0 können nun eine endliche 
Anzahl reeller Lösungen »=W ‘=, besiizen ung Teder 
derselben entspricht ein reeller Punkt x, y mit imaginärem 
Parameter %, = %, + 1v,. Den nämlichen Punkt erhalten wir 
offenbar auch für den Parameter % = %w — 1 


Ein isolierter Punkt wird also zweimal für verschiedene 
imaginäre Parameter X durchlaufen; er ist als ein Doppelpunkt 
zu betr achten, in welchem sich imaginäre Kurvenzweige durch- 
schneiden. 

Eine weitere fundamentale Eigenschaft der rationalen 
Kurven, durch welche sie sich von den andern parameterlosen 
unterscheiden, ist die, dass sie nie in mehrere einzelne Kurven 
zerfallen können. Dies geht eigentlich schon aus dem Cha- 
rakter der Unikursalität hervor, und zeigt sich rechnerisch 
folgendermassen : 


f f | 
Sei 1) x ? Ay. Fi und 
3 3 
2 x" 4 bs" 'y ann INNEN, +r=0( ein Zweig von 
der Kurve 1), so folgt, dass 
een ba WE, en Sr 
RENT nella „ui p, = 0 fürlunendlich 
u. 


viele, und nicht bloss für un Werte von X ist. Daher müssen 
die aus den Koeffizienten von 1) und 2) zusammengesetzten 
Ausdrücke [ps Pisotamisr Pun alle identisch gleich Null sein. 


a Fe 


Sei nun x, Y, ein beliebiger Punkt der Kurve 1), X = % 
sein Parameter, so wird für X = % offenbar auch die Gleich- 
ung 4) also auch die Gleichung 3) erfüllt. Also liegt der 
ganz beliebige Kurvenpunkt x,yn auf dem Zweige 2); d.h. 
ausser dem Zweige 2) existiert kein anderer, unsere Kurve 
kann nicht in zwei oder mehrere einzelne zerfallen. 


Damit ist jedoch nicht verneint, dass eine unikursale 
Kurve aus einem Zweige von beliebiger Vielfachheit be- 
stehen kann. | 


2. B. ist die Kurve x = 0, y— 2%%—- 3%, nichts 
anderes als die YAxe, von der aber einzelne Teile dreifach 
durchlaufen werden; für X = — 00 bisA = 0 wird der negative 
Ast der YAxe zurückgelegt; für X%=0 bisX%=1 wird die 
Bewegung auf der Strecke zwischen dem Anfangspunkte und 
y = — 1 rückläufig, hierauf wird diese Strecke für A=1 bis 


3 3 
Asse 5 zum dritten Male zurückgelegt, so dass endlich die 


80 


% = co ‚uns auf, den positiven 


Parameterwerte von X = 


Teil der YAxe führen. 


ID 


Wenn wir in die Gleichung einer Geraden: 
3) ax+by-+ c=0 die Parameterwerte von x und y 
einsetzen, so folgt: 


4\,,.5 bb + ch, —0 

Dieses ist eine Gleichung n{®" Grades hinsichtlich %; 
setzen wir für A seine aus 4 gewonnenen Wurzeln in 1) und 
2) ein, so erhalten wir die n Schnittpunkte dieser Geraden 
mit der Kurve, und es folgt, dass dieselbe von der n!® Ord- 
nung ist. 


Setzen wir die Werte von x und y aus 1) und 2) in 
die Gleichung der Kurve: 


): un i 
ax thin yıprin. usa any Hs (ein, 
so erhalten wir: 
NV. 2-1 u-T et ll, e 
ame Dis t u eg  c Miele tur ul st eh, 


eine Gleichung vom Grade m», und es folgt, dass eine Kurve 
„er Ordnung die unsrige in un Punkten schneidet. 


a 


Transformieren wir die Gleichungen unserer Kurve zu 
den neuen Koordinatenaxen: 


ax byte as Heyty 
rn res , 
Ya? r b2 Ya? + ß2 B2 
- so erhalten wir als neue Kurvengleichungen : 
a ah rbb, nal er, 
Ya rb2 t Yart pr t, 


Dieselben sind ebenso wie die alten rationale Funktionen 
nt Grades des Parameters X. 


5.3 


Umformung der Kurvengleichungen durch Substitution 

eines neuen Parameters; Anzahl der Punkte, durch 

welche eine rationale Kurve bestimmt ist, und Bestim- 
mung einer solchen aus gegebenen Punkten. 


Durch die Transformation der Koordinaten wird der zu 
einem bestimmten Kurvenpunkte gehörige Parameter nicht 
geändert. Denn zu einem bestimmten % gehört ein bestimmtes 
X, yo und zu diesem ein bestimmtes X, wa das sich offenbar 
auch durch Substitution von %, in die transformierten Kurven- 
gleichungen ergeben muss. Wenn wir aber in die Gleich- 
ungen unserer Kurve einen neuen Parameter substituieren, 
der linear von dem alten abhängt, so wird dadurch weder 
das Koordinatensystem noch die Kurve geeändert: Denn 


Re re 77 ; 
substituieren wir X = Bed, und wollen wir aus den 
ru Ss 
Gleichungen in vu. jenen Kurvenpunkt erhalten, der zum Para- 
R. E Sy — 
meter %, gehört, so ist der für u. zu wählende Wert u — ee 
p—t 


Also wird jeder Kurvenpunkt ebenso eindeutig aus den 
Gleichungen in %, wie aus jenen in u erhalten. 


Durch diese Transformation kann man drei beliebigen 
Kurvenpunkten drei beliebige Parameter zuweisen. Sollen 
nämlich. den Punkten &, Yus BY," Vs, oder 37 2 die 
vorgeschriebenen Parameter \,, Us, Y,, entsprechen, so hat 


pr +4 
rs RB 
durch das stets lösbare Gleichungssystem zu bestimmen: 
AAUTTNS—hHp—g=Vd 
Bett RS— u Pp—g=0 
Für ». und % können auch die Werte Null und unend- 
lich gewählt werden. 


man die Konstanten der Substitutionsgleichung % —= 


Will man einen einzelnen Parameter %, in », verwandeln, 
so ist für denselben Punkty =u,undd%—=%,; daher.— u =I— X, 
oder»—=% — (% —1Y,)- Will man ferner den Parameter %, 


l 

in unendlich verwandeln, so ist =% — %, v=— zu Setzen; 
NV. 
} 


dies sind lauter aus der Algebra bekannte, besonders einfache 
Transformationen. Wählt man einen Kurvenpunkt als Koordi- 
natenanfang, und weist ihm den Parameter A= ©o zu, so 
werden f, und f, um einen Grad erniedrigt. [Dies kann man 
Tan 9 
I . 
setzt und analog mit y verfährt.| Weist man einem unendlich 
fernen Punkte den Parameter co zu, so wird f, um einen 
Grad erniedrigt. Weitere wesentliche Vereinfachungen der 
Kurvengleichungen können im allgemeinen nicht vorgenommen 
werden. 


auch thun, indem man a 4 bestimmt, xv— a—=X 


Substituiert man in die Kurvengleichungen X — U (v), 
wobei d eine eindeutige Funktion von v. ist, so bekommt man 
für jeden Wert v, von w. einen bestimmten Kurvenpunkt %,; 
also erhält man durch diese Substitution keine neuen Kurven- 
zweige; dagegen erhält man nicht für jeden Punkt % einen 
(reellen) Parameter v, und für manche Punkte %, mehrere 
Parameter u, 1, . . . etc. Die durch die Substitution A —=tL (n), 
sich ergebende Kurve besteht also aus Teilen der ursprüng- 
lichen Kurve, und von diesen Teilen werden bei Variation 


des Parameters u. einzelne Strecken wiederholt — aber unter 
Wahrung der Unikursalität — durchlaufen. 


Substituiert man z. B. % = u?, so gehören die nämlichen 
Kurvenpunkte zu: 


nice —Eal, z2nl0, „ranilonoo 


Armut 109 Hr, 0, a?, eQ 


Es wird als nur der den positiven A entsprechende Kurven- 
zug, aber zweimal durchlaufen, indem in dem Punkte X = 0 


eine Umkehr stattfindet. — Ein anderes Beispiel bot uns - 
(Seite 5) die Ordinatenaxe x= 0), y=u=2% —3%, 
Pr rg 


Durch die Substitution X = mit den unbestimm- 


T.n.-68 


ten Koeffizienten p, q, r,s in die Kurvengleichungen erhält man: 


n—1 
Yen tdtaßetn.ep te 
Helga N ls) 0, 


und analoge Resultate für o, (w) und o, (p.). 


1) = 


Die (3n + 3) Koeffizienten der © sind homogene Funk- 
tionen nten Grades von p,q,r,s. Man kann daher ein Öleichungs- 
system einer rationalen Kurve so umformen, dass vier be- 
liebige Koeffizienten desselben beliebige vorg eschriebene Werte 
Erhalten. jedoch nicht alle möglichen, Sondern nur solche, die 
mit der Natur der Kurve re sind. r 


Zunächst können nicht vier Koeffizienten zum Ver- 
schwinden gebracht werden. Denn hat man vier homogene 
Gleichungen für p , ns zB u= I, w=0, u — 0, 
En artists ‚deren Grade k,, Ka, Ks, K, Seien, (in unserm Falle ist 
jedes k—=n,| und dividiert man u, durch sk, u, durch sk, u. s. w., 
so erhält man aus den nicht homogenen Gleichungen 


u ey ee IE EI Tr Ho UNDeKAnNnten Z 4, = 
k,.k,.k, Lösungen. Substituiert man dieselben in die vierte 
Gleichung. so airkatähen Koeffizientenrelationen, die im all- 
gemeinen nicht erfüllt sind. Alsohabenr = ww —w—0 
im allgemeinen keine a Lösung ausser die un- 
brauchare p>=1g =ir ses: 


Drei Koeffizienten können zum Verschwinden gebracht 
werden, während der vierte einen vorgeschriebenen Wert m 


*) Darnach ist die Bemerkung von Clebsch in Crelle's Journal 64. Bd. 
a u 17:0 
a 


Seite 45 f.f. zu modifizieren, „dass durch die Substitution X — 


vier Konstante zum Verschwinden gebracht werden können.“ 


Be 


erhält. Denn bestimmt man aus u, = u, = u, =( die Un- 


bekannten 12 En — und substituiert ihre Werte in die Gleich- 
RE 
ung u = m, so ist. s gleich der k,f" Wurzel aus einem 


Koeffizientenaggregat. 


Jedoch gibt es da Ausnahmen. Man kann nicht die drei 
ersten oder die drei letzten, ja nicht einmal zwei erste oder 
letzte Koeffizienten von %,, ®, 9; zu Null machen. 


Dieses zeigt sich rechnerisch daraus, 1) dass die drei 
Koeffizienten von u" Funktionen von p und r allein sind, dass 
also zwei derselben im allgemeinen 'nur fürp=[r— 0 ver- 
schwinden, woraus sich die offenbar unzulässige Substitution 


( Y erh 
A n ergäbe; 2) dass die drei Koeffizienten von u? Funk- 
S 


N 


tionen von q und s allein sind, woraus q=s—=0 und die 
Maib. 


unzulässige Substitution X — 
rv 
\ 


E folgen würde. 

Die Betrachtung der Kurvengleichungen lehrt weiter: 

DaB 28 ab 0fodersanu= ibn: — VW ist. der Bunkt 
%=0 oder X —= co der Anfangspunkt der Koordinaten; für 
A = 69 —= 0 oder an — Cn —= 0 hat die Gerade x = const. nur 
n—1 im Endlichen gelegene Punkte mit der Kurve gemeinsam, 
EBD kan JE REF 
art, 


Punkte, deren Parameter sich aus const. — 


a Ru BD AA £ b 
oder aus const. — en tn ergeben, und es besitzt 
ET i 
die Kurve eine Asymptote parallel der YAxe; endlich für 
Ban ce loder ane—.Dii—. Ca —.0. haben. die Kuryen: 


gleichungen nicht ihre einfachste Form, und die Kurve ist nur 
von der Ordnung n—1l. 


pr +q 


1B N. S 
noch die Lage der Kurve ändert, so kann man dureh dieselbe 
im allgemeinen auch nicht zwei Koeffizienten von u" oder u 
zum Seolaahden bringen, sondern nur, wenn die Kurve die 
obenerwähnten BNonaerneten besitzt. 


Da nun die Substitution X = weder die Gestalt 


Ferner kann man nicht den drei ersten oder letzten 
Koeffizienten drei beliebige Werte m, n. I geben; dies geht 
rechnerisch aus dem N rbandenserg von nur zwei willkürlichen 


— 1 — 


Konstanten in den Koeffizienten v" und n° hervor, und geo- 


metrisch daraus, das für % — 0 oder A —co.'die Kurve den 
m n ST 
Punkt‘x — ESP zu enthalten müsste, was im allgemeinen 


nicht der Fall ist. 


Auch kann man nicht die zwei ersten oder die zwei 
letzten Koeffizienten von ®,, ®,, oder ©, zum Verschwinden 
bringen. Deait'tür"s, = = 0ifodr mr a5 
müsste die Gerade x —= 0, im Punkte X = 00 beziehungsweise 
% = (0 die Kurve berühren, was im allgemeinen nicht zutrifft, 
analoges. gilt bei, by, = .bı ıP, ader, busı base 
an ad bei.cst Gr all aller,.o, DE a für die un 
endlich fernen Gerade. 


Endlich kann man auch nicht immer zwei aufeinander 
folgende Koeffizienten zum Verschwinden bringen. Denn wenn 
4 — Aiıı —= I ist, so hat die (rerade x — 0 nicht alle Schnitt- 
punkte mit der Kurve reell; analoges gilt für die Gerade 
y=0(0 und für die unendlich ferne Gerade: und auch dieses 
trifft im allgemeinen nicht zu. 


pr +4 
ruf 8 
vier Koeffizienten von f,,f,. f, zwar nicht alle möglichen, aber 
unzählig viele beliebig vorgeschriebene Werte geben, ohne die 
Kurve ran das Koordinatensystem zu ändern; “daher sind von 
den (3n + 3) Koeffizienten a, & - .%% =: An, > 2 
9G....9nmurrdön +3 —4=3n —:1 vollig unabhängig, 
und es folgt. dass man durch 3n — 1 gegebene Punkte eine 
beschränkte Anzahl von rationalen Kuren n{® Ordnung 
legen kann. 


Man kann also durch. die Substitution X = 


Seien X, Yy--+-- U Yi--.. Xsn-ı Yant diese Punkte; 
MH ran, re Mich sn 
£ Be ee Eee Va a 

® N Meer Ne 


die Gleichungen der Kurve, so folgt für den Punkt x; y;, zu 
dem der Parameter %; gehöre: 


n n—1 
(Cr) rer) Aa tleisıs = sin (Sur m405 1) 


= Be 


Dureh Elimination von %; erhalten wir D; = 0: 


Co A Ag, C Xi u A u CnaXi —%n, 0 DE Br Beer u Er er Zr er 0 
0 C Xi er Ag PT ER) Cn-1 Xi ET; An-1y Cn Xi = Any =. al one ie 0 
0 CH Kia 
D; == « 
Co Vi — bo; C vi—b;, a CGyi—bn, 0 eunsnen e lau ee 0 
0 CHYi—bo- 2. .Ca1Yi— ba, nyıbai--- --- 0 
0 . oo e. . . . . . . . . . . . . . D . . . . . . . . Cn Yi sah, 


Solche Gleichungen D; — 0 erhalten wir 3n— 1; in den- 
selben können wir von den 3n — 3 Unbekannten unter den 
bereits erwähnten Beschränkungen vier beliebig wählen; dann 
haben wir für die übrigen a &henkbvreie Gleichungen, 
aus denen sie Bes sind. Statt vier Koeffizienten En 
liebig zu wählen, wobei man nicht sicher ist, ob man nicht 
eine Wahl trifft, die die Natur der Kurve beeinträchtigt, und 
die sich erst im Lauf der Rechnung als unzulässig her ee: 
würde, kann man auch zu drei Begebenen Punkten drei be- 
stimmte Zahlen‘ als Parameter, und ausserdem noch einen 
Koeffizienten, z. B..c, = 1 wählen; dieses ist immer möglich; 
man erhält dann statt dreier Determinanten D drei paar lineare 
Gleichungen. Denn wenn % eine gegebene Zahl ist, so sind 
die Gleichungen 1) und 2) lineär hinsichtlich der a,b, e und 
braucht aus Eon % nicht eliminirt zu werden. Man hat dann 
3n— 4+6=3n-+ 2 Gleichungen für die 3n + 2 Un- 
bekannten. 


Wie man in der elementaren Algebra zur Lösung eines 
einfachen Gleichungssystems der Determinanten nicht hedart, 
sondern leichter ohne dieselben zurecht kommt, so wird man 
auch hier, wenn man durch speziell gegebene Punkte eine 
Kurve legen will, in jedem besonderen Falle Vereinfachungen 


REIN „ Hallen: 


gegenüber der allgemeinen Theorie durchführen können. Be- 
stimmen wir z. B. durch die Punkte 

0 vl =] x] 2; 
il al = 0 EA 2 
A % A & % 


9} 


X = 


eine rationale Kurve zweiter Ordnung, so rechnen wir fol- 
gendermassen: 


Wir wählen: 
I), =1; 220, dannioler a, u 
I))r=R, „ „0, h=o=1; 
yı%—l, ) „ a—-l+,+,b-—l. 
Diese Koeffizientenbeziehungen in die Kurvengleichungen ein- 
führend, erhalten wir: 


LIEFERN. ME—R 


Sum. 


Nun werden die Determinanten D,, D, und D, identisch 
gleich Null, und für den Punkt %, erhalten wir die Gleich- 
ungen! 


++ ll Hat, Partei 
oder vereinfacht: 
RIFF IE N) AG); 
6 (HI S—O. 


Die Gleichung 5) bestimmt die Durchschnittspunkte der 
Geraden x—= I mit unserer Kurve, und muss daher die Wurzel 
% = 1 haben, daher ist %, =c, und es folgt durch Substitution 
in. 6): (4 +1). 4% —= 0, und da c, nicht gleieh. Null 


sein kann, weil sonst die Kurve sich auf den ersten Grad 
reduzierte, so folgt  —= — 2. 


EL 


Benützen wir dieses Resultat für die aus dem Punkte», 
sich ergebenden Gleichungen, so folgt: 
32 HI i 2-2 
oder: 7) 3? — (+) +3, =0 HZ — II +2,—I. 
Eliminiert man aus diesen Gleichungen c,, indem man 
dessen Wert aus 8) in 7) substituiert, so erhält man: 
IR NAaAtd-0. 


Be HEN 5, 


Hier kann %, nur den Wert — 1 haben, da %, =0 und 
% = 1 ist, und es folgt durch Substitution in 7) oder 8): 
ee; 


& 
_. 


Wenn man, sei es durch die Determinante D,, sei es auf 
einfachere Art, X eliminiert, so erhält man die Gleichungen: 


%(&—-2D)& +9) =0. 

Hier ist c, nicht gleich Null, weil sich sonst die Kurven- 
gleichungen auf den ersten Grad reduzierte, auch nicht gleich 1, 
weil sonst der Zähler von x identisch gleich Null wäre, also 
ist c; —= -—- 2, und die Gleichungen unserer Kurve sind: 

— 31 R—NA 


EEMTEWHTTRE TEN UTRÄRTTERG WITT 


Es kann nun sein, dass für verschiedene Parameter X; %x 
der nämliche Punkt x; = xx, yYi —= yı durchlaufen wird; es 
hat dann die Kurve einen Doppelpunkt, durch den zwei Zweige 
derselben hindurchgehen. (Zu diesen Doppelpunkten gehören, 
wie bereits früher erwähnt, auch die isolierten). Ebenso kann 
es dreifache ... mehrfache Punkte geben. 


Indem wir die genauere Betrachtung dieser Punkte auf 
einen späteren Paragraphen verschieben, wollen wir hier nur 
folgende*) bisher noch nicht erledigte Frage aus der Kurven- 
theorie wenigstens für unikursale Kurven beantworten: „Wie- 
viele Punkte einer Kurve können von vorneherein als mehr- 
fache Punkte derselben gegeben sein ?“ 


Seien von den Punkten x, Yı},X3 Ya, - - - - X3n-1 Y3a—ı die 
Punkte x; y;ı und x, yı zusammenfallend, aber % und %, ver- 
schieden, so werden die Determinanten D; und D, identisch 
und müssen durch andere Gleichungen ersetzt werden. Nun 
sind in diesem Falle: 


n n—1 

I a) au) ee. 
n n—1 

2) (o Yi — bo) dh lc in — IA. ete..... 


n 1 

3) (Ki — Hr + (Gi — ı)% + etc... .— 
n n—1 

4) (oYi- bo) ir + la yi — bi) + etc... 


| 


| 
> o oO oO 


*) Vergl. Salmon-Fiedler, analytische Geometrie der höheren ebenen 
Kurven. Leipzig, Teubner, 2. Auflage 1882, 


Be © 


Betrachten wir 1) und 3), so folgt, dass die Gleichungen: 


n n—1 
5) gi —y), + a ie) +... di 
n | DE 
6) (on yi—b)R + (a yi—b)R Hi... = x 


zwei gemeinsame Wurzeln, also einen gemeinsamen Faktor 
»%?-4p%r-+ q haben. Nun kann man entweder 5) und 6) 
durch diesen Faktor dividieren und die Koeffizienten von X! 
und %° in den Resten der Divisionen gleich Null setzen, wo- 
durch man an Stelle von D,=0 und D; —= 0 vier Gleichungen 
mit den neuen Unbekannten p und qg erhält; oder man. kann 
auf 5) und 6) die Kettendivision anwenden, im vorletzten Reste 
die Koeffizienten von X! und AP gleich Null setzen, wodurch 
man an Stelle von D; = 0 und er 0 zwei audbra Gleich- 
ungen erhält. 


Einem gegebenen Doppelpunkte kann man auch be- 
liebige Parameter zuweisen. Dann erhält man an Stelle von 
D; =D; = 0 die vier Gleichungen (l—4), welche nun hin- 
sichtlich der Koeffizienten a, b, c linear sind; und wir haben 
nichts wesentlich anderes verschieden als in dem Falle, in 
welchem die Punkte % %, nicht einen Doppelpunkt bilden. 
Es ist leicht, diese Betrachtung auf einen drei —= vierfachen 
Punkt u. s f. zu erweitern: Wenn %, Ar, %ı einen dreifachen 
Punkt bilden, so wird D =D; =Dı, aber die Gleichungen 
5) und 6) haben den gemeinsamen Faktor X + p%°--qX-+T 
und wenn wir sie durch diesen Faktor dividieren, und in den 
Divisiönsresten die Koeffizienten von 9, A! und 70 gleich Null 
setzen, so erhalten wir statt der drei D —= 0 sechs Gleich- 
ungen mit den neuen Unbekannten p, q, r. Wenn wir aber 
auf 5) und 6) die Kettendivision anwenden, so erhalten wir 
statt der drei D die drei Koeffizienten des drittletzten Restes 
gleich Null. Endlich können wir einem 3fachen Punkte 3 be- 
liebige Parameter zuweisen und haben dann nichts wesentlich 
anderes als in dem Falle, in welchem %;, Ar, %ı drei einfache 
Punkte sind. 


Wir können offenbar weiter schliessen, dass die Forde- 
rung, ein gegebener Punkt solle ein rfacher der zu bestim- 
menden Kurve werden, r Gleichungen D; = 0, das heisst deren 
Ersatz für sich in Anspruch nimmt. 


Nun betrachten wir noch eine besondere Art von Doppel- 
punkten x; y;, diejenige nämlich, bei der die gewöhnlich ver- 
schiedenen Parameter % %« einander gleich sind, mit Rück- 


sicht auf die uns gegenwärtig beschäftigende Frage. Für einen 
solchen Doppelpunkt, der „Spitze“ genannt wird, haben die 
schon früher Arwährilen Sea inhzen)ı 


n—1 


5) (y Hi — WR Erin ter N, 


6) (on yi— br) N + (ec, Yırbbı)a 3% oh (fi) 0 
zwei gleiche Wurzeln, also einen Faktor %? + 2pX + p? ge- 
meinsam. 

Dividiert man die Gleichungen durch diesen Faktor und 
setzt in den Divisionsresten die Koeffizienten von A! und X 
gleich Null, so erhält man an Stelle von D; = D; — 0 vier 
Gleichungen mit einer neuen Unbekannten p. Weist man 
einer Spitze einen bestimmten Parameter zu, so ist p eine be- 
kannte Grösse, und es ist hiemit über einen der vier will- 
kürlichen Koeffizienten verfügt; die vier Gleichungen werden 
dabei lineär. Wendet man aber auf die Gleichungen 5) und 
6) die Kettendivision an, setzt im vorletzten Reste die Koef- 
fizienten von A! und X, ebenso die Diskriminante des dritt- 
letzten Restes « 2? + BA -+ Y gleich Null, so erhält man statt 
Be I 0fdrer: Gleichungen. 

Also ist die Bedingung, dass ein gegebener Punkt Spitze 
einer rationalen Kurve werden soll, äquivalent der Bedingung, 
dass die Kurve durch drei gegebene Punkte gehe. 

Aus dem Vorausgehenden folgt hiemit: 

Ist x, die Zahl der einfachen «, jene der zweifachen 
Punkte, &, die Summe der dreifachen Punkte und der Spitzen, 
%, die Zahl der rfachen Punkte, die zur Bestimmung der Kurve 
gegeben sind, so muss 

ee 2%, + 3% 4....1% =3n— 1 gein. 

Diese Zahlen &,. &, .... a, erleiden aber dadurch eine 
Beschränkung, dass eine Kurve nicht immer die der obigen 
Gleichung entsprechende Anzahl von vielfachen Punkten haben 
kann. Die Kurve kann zunächst keinen mehr als n—-Ifachen 
Punkt haben. Dies geht geometrisch daraus hervor, dass man 
sonst durch den nfachen und noch einen Punkt der Kurve 
eine Gerade legen könnte, welche dieselbe inn--1 Punkten 
schnitte; rechnerisch aber zeigt es sich folgendermassen : 

Wir transformieren die Kurve auf den mehrfachen Punkt 
x—=a x—b als Anfangspunkt: 


er fi —afs se y-b=Yy- chmailr Pe 
t; 03 t, O3 


x 


a = 


Soll nun der Anfangspunkt nfach sein, so wird für 
n: Werte: des 'Parameters X ='Yi == 0 also’ auch pr 9 
und es ist ©, =ko,, daher ist unsere Kurve nichts anderes 
als die Gerade X —= kY, deren Punkte teilweise nmal bei der 
Variation des Parameters durchlaufen werden. 


Ebenso kann die Kurve nicht einen kfachen und einen 
rfachen Punkt haben, für welche k +r>n wäre, weil sonst 
deren Verbindungsgerade die Kurve in mehr als n Punkten 
schnitte. Dies zeigt sich rechnerisch folgendermassen : 


Wir transformiren die Kurve auf den kfachen Punkt 
als Anfangspunkt. Dann ist: 


f; f, 
o vom kt, f, und f, vom n— kt® Grade. 


Sei nın x=a y= ein zweiter Kurvenpunkt, und 
transformieren wir auf diesen als Anfang, so ist: 
Lo—ı«f. fo — Bf 

3 3 

Sollnun X=Y==0 ein rfacher Punkt sein, so müssen 
die Zähler z, und z, von X und Y für r Werte des Para- 
meters % verschwinden, also einen gemeinsamen Teiler vom 
Grade r haben. Zu diesem Teiler kann © nichts beitragen; 
denn wäre ein Faktor vn n „= pP —afß oder in 
„=%b0e--ßt, enthalten, so müsste er auch, wie sich durch 
einfache Division mit demselben ergäbe, in f, enthalten sein; 


X=(x—o) — 


es müsste T sich vereinfachen lassen und unsere Kurve wäre 
3 


nicht von der nt® Ordnung. 


Bilden wir nüun., —a., =o(ßf, — «t,) so Tolgt: 
dass der gemeinsame Teiler von z, und z, in Bf, — aß, ent- 
halten ist, also höchstens vom Grade n —k ist. Also 


ron kr+k = n, was zu beweisen war. 


Wenn wir in den Kurvengleichungen 


(art b) fh, + 
3 3 
einige Koeffizienten unendlich wenig variieren, z. B. im Zähler 
von x die Funktion f, durch eine unendlich wenig verschiedene 


ersetzen, so löst sich der (n— l)fache Punkt in einzelne 


Een 


Doppelpunkte auf, und zwar in . (n— 1) (n—2), da jeder 


der ursprünglich durch den BD er gehenden Zweige 
die (n— 2) übrigen schneidet. Daher kann eine rationale 


Kurve u (n— 1) m—2) Doppelpunkte haben, aber nicht 


mehr, weil wenn man durch Variation der Konstanten diese 
in einen nfachen Punkt verwandelt, kein Doppelpunkt mehr 
übrig bleiben kann. Wir verschieben den Beweis, dass die 
Zahl der Doppelpunkte einschliesslich der Spitzen stets die 
obengenannte ist, für später und vergleichen jetzt nur die 
Maximalzahl der Doppelpunkte und Spitzen, welche gemäss 
unserer Bestimmungsgleichungen der Lage nach frei gegeben 
sein können, mit der Anzahl der wirklich vorhandenen, indem 
wir folgende Tabelle ins Auge fassen: 


(n—l)(n—2)| 3n—1 3n—l 


n 

2 2 3 
1 0 1 0 
2 0 2 1 
3 1 4 2 
4 3 ) 3 
d 6 7 4 
6 10 e) 5) 
7 15 10 6 


Daraus ersehen wir, dass für Kurven von geringerer als 
sechster Ordnung sämmtliche vielfache Punkte in beliebiger 
Lage gegeben sein können, während bei den Kurven höherer 


Ordnung = (n?—6n-- 3) Doppelpunkte in ihrer Lage von 


3n—1 BEL tsen Er 
den STE) anderen abhängig sind; eine analoge Abhängig- 


keit tritt schon bei Kurven 5 Ordnung ein, wenn gegebene 
Punkte Spitzen der Kurve werden sollen. 


Für mehrfache Punkte verzögert sich diese AND 


da ein kfacher Punkt durch das Zusammenfallen von 5X (k—1) 


El Sn 


Doppelpunkten entsteht und daher die Gesammtzahl der Doppel- 
punkte um - k (k— 1), dagegen die Zahl der zur Bestimmung 


der Kurve nötigen Punkte nur um k verringert. 

So können z. B. von einer Kurve 6% Ordnung ein Punkt 
als dreifacher und sieben als Doppelpunkte willkürlich gegeben 
sein, denn man hat: 

a + 2, rer an ar Senn 
Zugleich ist aber auch 
5.3.8-D)+7=10=-S@-1) a2) 

der Gesammtzahl der Doppelpunkte einer Kurve 6 Ordnung. 

Auch kann stets ein (n— 1) facher Punkt, welcher der 
Gesammtzahl aller Doppelpunkte entspricht, der Lage nach 
gegeben sein. 

Nun wollen wir noch, zur Erläuterung der vorhergehenden 
Theorien, ein spezielles Beispiel liefern, indem wir eine rationale 
Kurve dritter Ordnung bestimmen, von welcher eine Spitze 
und ausserdem noch 5 Punkte gegeben sind. 

Seien also gegeben: 
die Spitze x = O0 ferner x 0 u 2 Xetra 


nn al y 0 In ar 
ERS IN eo ar j. ” 
Au eiyexy N = laloletia ar ob 2 0m 
ray pin ern on Ihazt, 
A ee 5; I 


1 »„.2.(Cta+GtG)—=a 1) 
Indem wir der Kürze wegen den Buchstaben a, und die 
Gleichung 1) noch beibehalten, lauten die Gleichungen unsere 
Kurve: | 
5 ar? N I. —-.c% 
. e®TtaeRr +, I 4 Kae CHARGE 
Für x=y-=1 folgt nun weiter aus den Kurvengleich- 
ungen: 


Er I a 


HH) HR et 
Statt die Determinante D zu bilden, subtrahieren wir die untere 


von der oberen Gleichung, und erhalten 
cr — ao) RR —0,;, , — ——_ 


Daraus folgt durch Substitution in die untere, einfachere 
Gleichung: 
2) (a +t)la+c?+,ca +t))+,®?—=0 
Firx = y=2folst:, ed + a) Fig =lN 
ec +(2c, +c.%+2,I1+2,—=0 
Auch hieraus erhalten wir statt der Determinante D, 
durch passende Verbindung der Gleichungen das System: 
reale ce Ha) rg ir — lt 
2a-+c 
NR 
6 


3) (a +e+a) ßa+c?+,eßa+tc+gc—=0 
fürx=1 y=3 folgt: MH lg —-A)R + gI+ S=0 
2 +B.a +eO)R +3, 143, —=(0; 
und daraus folgt weiter: X — Bat)’ —=0;%—= Ft 


Da die erste dieser Gleichungen die Wurzeln %,,%, und X, 
hat, die Parameter der Punkte nämlich, in denen die Gerade 
x = 1 unsere Kurve schneidet, so erhalten wir, statt A, in 
eine der zwei vorhergehenden Gleichungen zu substituieren, 
einfacher: 

a— CC, ac 2a-t c 3a. C 
ey tn 4% = 4 I 4 
und daraus 4) , +3c+5a=0 


Um aus den Gleichungen 1)—4) die Unbekannten zu 
bestimmen, setzen wir a — 2, dann ist: 
d)) ce +. tra rs —1 
6) cs = — 10 — 3c; und durch Substitution in 5) folgt: 
0 a =11-+2c—c. Durch Substitution von 6) und 7) 
in 2) und 3) ergibt sich: 
8) 2, c— 7e?—48c— LM —=N 
9) 4, ce — 13 ce? — 96c-— 128 — 0 
Daraus folgt weiter e—= + Y4&8 —= +43. Durch Sub- 
stitution in die vorhergehenden Gleichungen erhält man: 
72 +47 3 39 +23 3 
u FETTE, Cz — _. SE len 


-- 


= —(10+12 3 


er 


2% 


[} 


ae 


Und die Gleichungen der zwei durch die. gegebenen 
Bedingungen bestimmten Kurven sind: 


| 622 
0 br N) 
+12 y3%8—(80+3673)%?4(72+47)3 %—(89+2373) 


8 3. 


Die Abgeleiteten der Kurvengleichungen, die Inflexions- 
und Kulminationspunkte, die Klasse der Kurve, ihre 
Asymptoten. 


Bei der Diskussion einer Kurve ist es meistens zweck 
mässig, y‘ und y“, die zwei ersten Abgeleiteten von y zu bilden. 
Nun haben wir für unsere rationale Kurve: 


ar AR ae er 
ee 162 15% ; 
also in Determinantenform: 


lee 


wenn f = Fra gesetzt wird. Ferner ist: 


a. 1 dy' dx 
TAT GREEN 
f 


rei N) 
2 he dx 
a (', — L 8‘)? AA 


Et If, (ft, ‘6, — at er i# Can fr E72 En E (£, E54 6] x 1° 
(ti — dh %‘)® 


Beim Gebrauche der Determinantenform erhält man: 
R Fr Le 
Tee 
y“ ey L E Br er wear 
d 4 


Diese Formel zeigt uns, dass eine rationale Kurve eine 
bestimmte Anzahl von Inflexionspunkten hat. Einen solchen 
erhält man nämlich für y“ = 0; da nun y“ eine algebraische 
Funktion von X ist, und jede Wurzel %, derselben einem be- 
stimmten Kurvenpunkte entspricht, so gibt es soviele Inflexions- 
punkte, als y“ = 0 Wurzeln hat. Von diesen kommen jedoch 
zunächst in Abzug die Wurzeln von f,? = 0, denn zu diesen 
gehören nicht Inflexions-, sondern unendlich ferne Punkte 
der Kurve. 

Eine rationale Kurve hat also soviele Inflexionspunkte, 
als die Determinante 

f, Er er 
DET SZENE ULZEIN Ma 
ft, 1, $nr 

Nun ist der Grad dieser Funktion von % scheinbar 
n + (n—1) + (n—2)=3n—3; in Wirklichkeit aber ge- 
ringer, wie wir sogleich sehen werden.) 

3n—3 

Den Koeffizienten von % erhalten wir nämlich, wenn 
wir in D nur die Koeffizienten der höchsten Potenzen von A 
berücksichtigen. Dieselben ergeben die Determinante: 


% 29 m—1).n.% 
bu, ab, «(m —1).n.b, = 0 


“02%. (n—1).n.&% 
h ur 9n—4 . 
Den Koeffizienten von X erhalten wir als eine Summe 
jener Determinanten, in welchem ‘eine Kolonne die Koeffizienten 


*) Hier wie bei vielen späteren Entwicklungen wird der Satz als be- 
kannt vorausgesetzt, dass eine Determinante, deren Glieder Summen sind, 
zerlegbar ist in eine Summe von Determinanten, deren Glieder aus den 
einzelnen Summanden bestehen; 


; a+bx+y|j | 
"fe+d,utrvr| [eu ev du 


Be 


der zweithöchsten Potenzen von %, und zwei Kolonnen die 
Koeffizienten der höchsten Potenzen von X enthalten. 


Dieser Koeffizient ist also: 
a, na, (n-1)(n-2)a,| ja, (n-1)a, n(n-1)a)| Ja, na, nm-1)ay| 
b, nb, (n-1)(n-2)b,[-+-[b, m-D)b, n(n-1)b,[+|b, ab, n{n-1)b,l=0 
Co nc, (n-1)n-2)e,| [eo M-1)e, am-I)eo; [ei neo nm-1)e, 
Der Koeffizient von wir ein Aggregat von zwei De- 
terminantengruppen. 


In den Determinanten der ersten Gruppe stehen zwei 
Kolonnen von Koeffizienten der höchsten, und eine Kolonne 
von Koeffizienten der dritthöchsten Potenzen. Eine solche 
Determinante ist z. B.: 

% 2% M—2) (n—3), 

b, nu m—2) m—3)b, | = 0, 

“2. n—2)(n—3)% 
und man sieht leicht ein, dass auch die zwei andern Deter- 
minanten dieser Gruppe identisch verschwinden, 

In den Determinanten der zweiten Gruppe stehen zwei 
Kolonnen von Koeffizienten der zweithöchsten und eine der 
höchsten Potenzen; eine solche Determinante ist z. B.: 

a n—-d)a nm—-D)x 

a a ih: 
und auch hier erkennt man sofort das Verschwinden der zwei 
andern Determinanten dieser Gruppe. 

Dagegen verschwinden nicht alle Determinanten, die den 

3 


n—6 
Koeffizienten von X bilden. Eine Gruppe derselben enthält 
nämlich in einer Kolonne die Koeffizienten der höchsten, in 
einer zweiten die Koeffizienten der zweithöchsten, in der dritten 
die der dritthöchsten Potenzen. Eine Determinante dieser 
Gruppe, ist z. D.: 


% Da 2) m—3)% 
b, (mn D)B, 0 Ay 
o a—-)ı, M—-)m—3I)y 
und ist nicht gleich Null. 


Also ist D vom Grade 3 (m — 2) und ebensoviele In- 
flexionspunkte hat unsere Kurve. 

Wenn aber dieselbe eine Spitze hat und in diese der 
Anfangspunkt der Koordinaten verlegt wird, während man ihr 
den Parameter X —= 0 zuweist, so folgt: 

f, und f, haben den Faktor %2, f,‘ und f,‘ den Faktor %, 
und wenn man D nach den Elementen (er ersten Kolonne 
entwickelt, so hat nur das Glied 

f, 6,1,” — £,”1,) nicht offenkundig den Faktor X. 
Da aber f, = w'iA-+ w; 
5‘ ‚bh’=wA+W 
ist, so ergibt sich weiter: 
ty 7 th) = (wm ww — ww) 
Also hat doch auch dieses Glied und somit D selbst den 


Faktor %2, und es vertritt, da der Nenner von y’” nicht den 
Faktor % hat, die Spitze = 0 zwei Inflexionspunkte. 


w, A, 


II 


WA 


Hat die Kurve mehrere Spitzen, so können wir jede be- 
liebige durch Transformation der Koordinaten zum Anfangs- 
punkte machen, und erkennen, dass jede Spitze zwei In- 
flexionspunkte absorbiert. Daher folgt: 

Eine rationale Kurve mit k Spitzen hat 3(n — 2) — 2k 
Inflexionspunkte.”) 


Man könnte noch meinen, dass y’” auch gleich Null 
würde, wenn der Nenner von y’” unendlich würde, und dass 
man so noch mehr Inflexionspunkte erhielte. 


Dem ist jedoch nicht so. 


rd 
ste Janet näm- 
— ‘00 verlangt. näm 


lich, dass A —= co sei. Nun kann man aber den Parameter 
— oo willkürlich jedem beliebigen Punkte zuweisen, er kann 
also nicht lediglich einen Inflexionspunkt bestimmen. 


*) Setzt man die allgemeine Theorie der Kurven als bekannt voraus, 
so folgt aus der Plücker’schen Gleichung: 
ı=3n n—2)—- (609 +85K 
in der Ö die Zahl der Doppelpunkte, k die Zahl der Spitzen und : die Zahl 
der Inflexionspunkte bedeutet: 
3 m—2)—2k=3nm—2)—(60-+8k) 


+ = 0-1) n—2) 


als Zahl der Doppelpunkte einer rationalen Kurve, 


ZN 


Dieses zeigt sich auch durch Bestimmung von lim y“ 
für %== 009... Bs.ist: 


n n—1 Sn - 
th = -+. io (nay N ;e M—1)aN%....; ) 
n n—1l n>2 
— (Hy ar +... EN A yes nee: ) 

2(n—1) 
= HAA—-UYH Fr... etc. 


Es ist also der Nenner von y“ vom Grade 6(n—1)—=6n—6, 
der Zähler aber D.f,? ist vom Grade 3n — 6-+ 3n—=6n—6, 


6n—6 
daher ist lim y“ — N une a 


A= 00 he 


und nicht gleich 


Null. 
Aus dem Vorhergehenden folgt weiter, dass, 

da 3(n—2) —k > 0 ist, die Maximalzahl der Spitzen die grösste 

3 nee 


in enthaltene ganze Zahl beträgt. Letzere können wir 
schreiben: N wobei $— 0 für gerade, I—1 für 
ungerade niist. Die Tabelle: 
a—l)) ee 
2 2 3 
3 if l 2 
4 3 3 3 
5 6 4 4 
6 10 6 5 
7 15 N 6 


zeigt, dass nur bei den Kurven dritter und vierter Ordnung 
alle Doppelpunkte Spitzen sein, und alle Spitzen der Lage 
nach willkürlich als Bestimmungselemente der Kurve gegeben 
werden können. Bei den andern Kurven können nur (n—]) 
Spitzen beliebig liegen, während die möglicherweise vorhan- 


1 r 2) 
denen — (n — $— 4) in ihrer Lage von den andern abhängen. 


u BRL 


Um den Verlauf einer Kurve, namentlich hinsichtlich 
der Schleifenbildung kennen zu lernen, ist die Ermittlung 
sowohl der Kulminationspunkte, als auch der Punkte mit 
Tangenten parallel der YAxe [der „Kulminationspunkte bezüg- 
lich der XAxe“] von Belang. 


Die Formel y’ — nik | ei lehrt uns, dass die 
2 8 10:3 


Parameter der ersteren aus f, f’ —f,f,—=0, und die der 
letzteren aus f, f,‘’— f\‘'f;=0 gewonnen werden. 


Wir haben eben erst gesehen, dass der Nenner von y’ 
von Grade 2.(n—1) ist, und gleiches gilt natürlich auch für 
den Zähler. Wenn aber die Kurve eine Spitze hat, und man 
macht diese zum Anfangspunkte der Koordinaten, so haben f, 
und f, den gemeinsamen Faktor A — %,)?, I} und f,‘ den ge- 
meinsamen Faktor (%—?,); man kann y’ mit (A—?%,) reduzieren, 
wodurch !der Grad des Zählers und des Nenners von y’ um 
eins erniedrigt wird. 


Ist nun noch eine zweite Spitze X\= X, x=a y-=b 
vorhanden, so {ransformieren wir zu den Koordinaten 


ee en öN a Er 
f, e T, 
und erhalten 
y Ed 
— td Bd 
d(y—b d(x—.a) 
AA AA 
rd) zdix wie, 
=711'n 7 


Nun lässt sich Y’ oder y‘ gemäss der oben gemachten 
Schlüsse auch mit X — %, reduzieren, und Analoges gilt für 
jede weitere Spitze; also folgt: 

Eine rationale Kurve n“" Ordnung mit k Spitzen hat 2.(n— N) — k 
Kulminationspunkte. 

Und wenn wir die Kurvengleichungen zu anderen Koor- 
dinaten transformieren, folgt: 

Eine rationale Kurve nte" Ordnung mit k Spitzen hat 2 (n—I) — k 
zu einer bestimmten Richtung parallele Tangenten. 


Ba. NE 


Wenn wir endlich erwägen, dass Tangenten und Be- 
rührpunkte projektivische Eigenschaften einer Kurve sind, und 
‚dass ein beliebiger Punkt ins Unendliche projiziert werden 
kann, wobei die Projektionen der durch ihn gehenden Strahlen 
ein System paralleler Geraden bilden, so folgt: 

Durch einen Punkt gibt es an eine rationale Kurve n“" Ordnung 
mit k Spitzen 2 (n— I) — k Tangenten (,,die Klasse‘‘ unserer 
Kurve ist 2(n—I) — k). 


Da wir gefunden haben, dass für d — 0 bei geradem und 


9— 1] bei ungeradem n k > 2 ee g ist, so ist für eine 
rationale Kurve n{* he 

3 (n—2) — NE x aM = 0) 
die niedrigste Klasse: 2.(n— 1) — H1; 


2 
die höchste Klasse: 2.(n—1), und wir haben die Tabolle: 


Ey 2(n—]) 
2 2 2 
3 3 4 
4 3 6 
8 4 8 
6 4 10 etc. 


Unter Berücksichtigung des Vorhergehenden können wir 
die Aufgabe lösen: 


„Eine rationale Kurve n!® Ordnung zu bestimmen, welche 
k Spitzen hat, und durch 3n — k — 1 gegebene Punkte geht.“ 


Wir können nämlich zuerst 3n—k— 1 Gleichungen 
D; = 0 oder äquivalente bilden, von denen Seite 11 bis 14 
die Rede war; bilden wir ferner mit den allgemeinen Koef- 
f, f,‘ — f, f,‘ 
Std, 
so lässt sich diese mit einem Faktor ke Grades Hodubleran. 
Wenden wir nun auf den Quotienten y‘ die Kettendivision 
an, so sind die k Koeffizienten desjenigen Restes, der den 


fizienten a9, &, by, Pi; Co, Cı, etc: die Funktion Y'— 


k — len Grad hat, gleich Null, und geben uns die noch 
fehlenden Gleichungen zur Bestimmung der Kurve. Unter den 
3n —1-—.k gegebenen Punkten können auch (dreifach zäh- 
lende) Spitzen gegeben sein, wobei man nach den auf Seite 15 
vorgetragenen Methoden verfährt. 


Dabei bedeutet k die Zahl der Spitzen, welche die Kurve 
ausser den gegebenen noch haben soll. 


In diesem Falle ersetzt man (Seite 13) die Determinan- 
ten D; = Dr = 0 durch die vier Gleichungen, in welchen 
ausser den Koeffizienten der Kurve noch der Parameter p 
der gegebenen Spitze vorkommt. Dann lässt sich y’ für jede 
gegebene Spitze durch einen Faktor X -- p reduzieren, und 
man wendet erst auf das so reduzierte y’ die Kettendivision 
an, die zu den noch fehlenden k Gleichungen zwischen den 
Koeffizienten führen. Für drei p kann man auch beliebige 
Zahlen wählen. 


Wenn r Punkte als Spitzen gegeben sind. so kann rk 
nicht immer gleich der Maximalzahl der Spitzen sein. 
Es kann nämlich höchstens 3r +k=3n—] sein. 
Daher k Pe 3n—3r —|1. 
Ist nun r—=(, so ist 
k <3n—1; und für die Maximalzahl m der Spitzen gilt: 


Ö 
E n= 5; also kann k—=m sein, das heisst, es kann 
die Forderung gestellt werden, dass eine Kurve durch eine 
Anzahl Sn un anf 


von Punkten gehe und die Maximal- 


zahl der Spitzen habe. 


Ist aber r möglichst gross, T=n — 1 
so muss k x: Sn—3r—1 Me 2 sein. 


Es ist aber fürr+k=m | 


99 Ö 
k=m-- ar kl 
LE, 
Zu) 


Wenn also von einer Kurve möglichst viele (n — 1) 
Punkte als Spitzen gegeben sind, so kann sie nur dann der 


is, DS 


Forderung, die Maximalzahl von Spitzen zu haben, unterworfen 
werden, wenn 

1 u — 
5 ee Dur 8-46 
j n Be 3 4ER 

Die projektivischen Erwägungen, welche uns von der 
Bestimmung der Kulminationspunkte zur Bestimmung der 
Klasse der rationalen Kurven geführt haben, bedürfen noch der 
Ergänzung durch den Beweis, dass die Projektion einer ratio- 
nalen Kurve wieder eine rationale Kurve derselben Ordnung 
eibt, und dass wir dabei einen beliebigen Punkt M ins Unend- 
liche projizieren können. 

Wir wählen die Axe OZ eines räumlichen Koordinaten- 
systems, dessen X Y Ebene und dessen Anfang OÖ die näm- 
lichen sind, wie jene unserer Kurve 

N f, ER f, 
1) x— fs? Y ua f, 

Seien ferner a, b,0 die Koordinaten des beliebig gegebenen 
Punktes M, so nehmen wir als Scheitel S des projizierenden 
Strahlenbündels einen Punkt a, b,c, wobei c eine beliebig zu 
wählende Konstante ist. Dann ist MS parallel der YZ [und 
der XZ] Ebene, und wenn wir diese als Projektionsebene 
wählen, so fällt der dem M entsprechende Punkt ins Un- 
endliche. | 

Die Gleichungen einer Geraden, die durch den Punkt 8 


geht, sind: 
2) x —- a)=e(y—b)=v(iz—e). 

Um nun die Projektion unserer Kurve auf die X Z Ebene 
zu finden, heben wir aus dem Strahlenbündel S den Kegel 
heraus, auf dem unsere Kurve liegt. 

Sei x, yn 0 ein Punkt derselben, so muss, da er auf 
einer Geraden durch S liegt, sein: 

Ha = (vb =v(—0). 
Aus 2) und 3) folgen als Gleichungen einer Kegelseite: 
SE ee © 
ug zb 


und daraus: ) Yy—b—= nn C 
5) X, 4 HEART 


2-6 


Se: 


Setzen wir in die Gleichungen 4—5) für x, und y, die 
Parameterwerte unserer Kurve ein, so verwandeln sich 4) und 
5) in die Gleichungen aller Seiten des durch unsere Kurve 
gehenden Kegels, d. h. 4) und 5) werden die Parameter- 
gleichungen dieses Kegels; dieselben sind also: 


Erb) ana 
RE 
A) ga 

') Hz en 


Setzen wir endlich in 6) und 7) x —= (0, so erhalten wir 
die Gleichungen der Projektion unserer Kurve auf die YZ 
Ebene, auf welcher der dem Punkte M oder a, b, 0 ent- 
sprechende im Unendlichen liegt. 

Thuen wir dieses, so erhalten wir durch ganz elementare 
Rechnungen: ° 

bfk, —a.fß 
mer kn 

Die Tangenten durch den Punkt M an unsere Kurve 
werden also in ein Büschel paralleler Tangenten an die Kurve 
8, 9) projiziert, und da es deren 2 (n— 1) —k gibt, so gibt 
es durch den Punkt M an unsere Kurve ebensoviele. -— 

Wenden wir uns nun zur Betrachtung der Asymptoten, 

Es gibt offenbar soviele Asymptoten, als f, reelle Wurzeln 
hat. Ist der Grad von f, kleiner als.n, so ist A oo als Wurzel 
von f, zu betrachten. 

Sei =, ein Punkt der Kurve, so erhalten wir die 
Gleichung der Tangente in diesem Punkte, indem wira,b, c 
aus folgenden Gleichungen eliminieren: 

ax+by+c—=0 
af on) + bh) + ch) = 0 
a.) +6.) re.) = 0 

Denn die zweite Gleichung bedeutet, dass ax+-by-+- c=9 
durch den Punkt %, erfüllt wird, und die dritte bedeutet, dass 
a. +b.f,+c.f,-+ zwei gleiche Wurzeln X —= , besitzt. 
Die Gleichung der Tangente ist also: 

>. y 1 


f, (6) f, (%%) f, (Ro) —(0 
0) PR) Fr’ Ro) 


- 4 = 


Ist %, eine Wurzel von f, — 0, so ist die Tangente eine 
Asymptote, und daher die Gleichung einer solchen: 
x y 1 
fo) Fr Ro) 0 = 
fo) 0%) f,‘ 0) 
oder, in expliziter Form: 
Rx hy). 
Ist c,—=0, also f, nur vom Grade n — 1, so hat ein un- 


endlich ferner Punkt den Parameter A— co, und die Asymptote 
für diesen Punkt erhalten wir folgendermassen: 


Die obige Gleichung dividieren wir durch f, f;: 


4 Erg mE ee. ne 
x — = y+ Er, — 0; ferner .ist. 
RENNEN 
E bi ee Da 
2n—2 
ih‘! (a Do Ta bı)A Hr 2... Abo abi 


t, $; sa 2 he: 


2n—2 
n—-D)bar-+...: 
Also ist die Gleichung der fraglichen Asymptote: 
n—1))b,.x—n—1)%4y+ (ab —%b)—=0 


oder in Determinantenform : 


S 4. 


Die Singularitäten der rationalen Kurve. Ableitung ihrer 
| Anzahl nach einer neuen Methode. *) 


Wenn auch in dem Vorhergehenden nebenbei von den 
Singularitäten der Kurve die Rede war, so wollen wir die- 
selben jetzt doch noch einmal genauer betrachten und ihre 
Anzahl nach einer neuen Methode ableiten”). 


Unsere Kurve kann durchlaufen werden, indem man dem 
Parameter alle Werte von — co bis + oo gibt. Dabei kann 
es vorkommen, dass zwei verschiedene Werte %, und %, zu dem- 
selben Punkte (x, y) führen. Derselbe gibt also zur Bildung 
zweier Schleifen Veranlassung; die eine wird für die Werte 
von %, bis %,, die andere für die Werte von A, über + 0, — oo 
bis %, durchlaufen. Diese Schleifen können sich natürlich ins 
Unendliche erstrecken und selbst wieder aus einzelnen Schleifen 
zusammengesetzt sein. Analog kann es dreifache, kfache 
Punkte geben, in denen drei, k Schleifen zusammenstossen. 


Wir haben bereits erwähnt, dass, wenn man einen kfachen 
Punkt zum Anfangspunkte der Koordinaten macht, die Funk- 
tionen f, und f, k Faktoren ” — 9%), (A — 2%)... etc. gemeinsam 
haben, ferner dass ein kfacher Punkt aus dem Zusammen- 


fallen von Sk (k — 1) Doppelpunkten entsteht. Ebenso, dass 


ein reeller, isolierter Punkt u =a-+bi; ,=a—bil als 
Doppelpunkt zu betrachten ist, in welchem sich imaginäre 
Kurvenzweige schneiden. 


*) Ueber die Charaktere unikursaler ebener Kurven vergleiche Clebsch, 
Crelle’s Journal, No. 64; Salmon-Fiedler Raumgeometrie, 3. Aufl. 2ter Bd. 
Seite 111. Ferner hat Hermite in seinem „cours d’analyse“ Seite 250 einen 
eigenartigen, eleganten Beweis geliefert, dass eine unikursale Kurve nter 


Ordnung = (n — 1) (n— 2) Doppelpunkte besitzt. Dieser Beweis wird 


durch Zerlegung der auftretenden Funktionen in Partialbrüche geführt. In 
demselben könnte man aber die Benützung der Partialbrüche durch Be- 
trachtung symmetrischer Funktionen ersetzen. 


”*) Diese Methode hat den Vorzng, dass sie sich auch auf rationale 
Raumkurven fast unverändert anwenden lässt. So habe ich bereits mit der- 
selben in meiner Inauguraldissertation (Neuburg a. Donau, Griessmayer, 1887) 
die Anzahl der stationären Punkte, der Schmiegungsebenen durch einen 
Punkt, der Tangentenebenen durch eine Gerade für eine rationale Raum- 
kurve nter Ordnung abgeleitet. 


Hinsichtlich der Parameter ist ein Doppelpunkt keine 
Besonderheit. Die Punkte %, und A, haben ihre eindeutig be- 
stimmten Tangenten 


x y 1 x y 1 
Oo) Em) 5ER) Tl) BEA) BEA), 
f, (Ro) f, (Au) I, (X) f,' (4) | 1,‘ (A) t;' (A) 


und gelten, wenn sie gegeben sind. als zwei Bedingungen zur 
Bestimmung der Kurve, ob sie nun zu verschiedenen Punkten 
HyundilRjiiys)y oder ob sie zu einem Dopzie puzalii (x y) 
gehören”). 


Wir wollen nun annehmen, dass die Parameter %, und %, 
eines Doppelpunktes sehr nahe beisammenliegen, und durch 
keine Wurzel von 1, —= 0 getrennt werden. Dann ändern sich, 
während X die Werte von %, bis %, durchläuft, f, und auch die 
Zähler von x und y und diese selbst sehr wenig, d.h. die zu 
den Parametern %, und X, gehörige Schleife ist sehr klein. 
Wird aber %, = %,, so verschwindet diese kleine Schleife gänz- 
lich, auch die beiden Tangenten des Doppelpunktes fallen in 
eine zusammen. 


Ihre Gleichung modifiziert sich jedoch, wie folgende 
Ueberlegung lehrt: Sia.t, +bL -+ch,—0 die Gleichung, 
welche die Schnittpunkte einer Tangente in einem Doppelpunkte 
%, %ı mit der Kurve bestimmt, so ist unter ihren Wurzeln 
zweimal %, und einmal %,. Wird nun %, — %, So hat diese 
Gleichung drei Wurzeln %,, und es ist: 


*) Wenn wir die allgemeine Theorie der Kurven als bekannt voraus- 
1 
setzen, SO folgt schon daraus, dass eine rationale Kurve — m —1) (n—2) 


Doppelpunkte hat. Denn zur Bestimmung einer sa di ten Kurve nter Ord- 


nung sind EI Gegingangen nötig, und die Forderung, dass diese Kurve k 


Doppelpunkte habe, gilt als k Bedingungen. Dagegen sind zur Bestimmung 
einer rationalen Kurve nter Ordnung 8n — 1 Bedingungen nötig, und die 
Forderung, dass ein Punkt Doppelpunkt sei, zählt ebensoviel, als dic Forde- 
rung, dass zwei Punkte einfache seien. Also bedarf es keiner besondern 
Bedingung, dass die rationale Kurve Doppelpunkte habe, und die Anzahl ihrer 
Doppelpunkte ist so gross, als die für die Existenz von Doppelpunkten bei 
der allgemeinen Kurve überschüssig vorhandenen Bedingungen: 


an (3 n— =) (n — 2). 


ax + by + a, 
af o)+bE N) +ch A) 0 
a) He) + eh’ A) — 0 
af) + bh) + ch") = 0 

Unter diesen Gleichungen ist die dritte nur eine Folge der 
zweiten, weil jede durch den Doppelpunkt gehende Gerade zu 
einer Gleichung @ (A) = 0 führt, welche die Wurzeln %, und \,, 
also für 9, =, die doppelte Wurzel A, besitzt. Daher kann 
man die dritte Gleichung weglassen, und erhält als Tangente 
in dem Doppelpunkte 9 = N: 

IR y 1 
hi &) Bo) BR) | 0. 
a) BO) Bo) 

Verlegen wir in einen solchen Doppelpunkt den Anfang O 
der Koordinaten, und weisen ihm den Parameter %, —= 0 zu, so 
sind die Kurvengleichungen: 

N a Men A’ De 
= , == 

Lassen wir nun X die Werte von —e bis + durchlaufen, 
wobei e .numerisch kleiner als eine Wurzel von @,, @% und f, 
ist, so bleibt die Kurve in der Nähe von Din einem Quadran- 
ten, weil sich die Vorzeichen von x und y beim Hindurchgang 
durch O nicht ändern. Daher bildet die Kurve in O eine Spitze, 
und zwar berühren sich die beiden in der Spitze zusammen- 
treffenden Zweige, da sie nur eine Tangente besitzen. Dem- 
zufolge heisst ein Doppelpunkt % —= %, „Spitze“ oder „Rück- 
kehrpunkt.“ 


Uebrigens kann überhaupt keine algebraische Kurve eine 
Spitze mit zwei Tangenten, also mit einander nicht berührenden 
Zweigen haben, weil sonst y‘ eine unstetige Funktion sein 
müsste. 


Nachdem wir nun die Gestalt der Doppelpunkte und 
Spitzen diskutiert haben, wollen wir jetzt ihre Anzahl bei einer 
rationalen Kurve bestimmen. 


Es ist offenbar nicht notwendig, dass eine rationale Kurve 
eine Spitze nabe. Denn dass ein gegebener Punkt eine Spitze 
sei, dafür muss die Anzahl der Bestimmungsstücke einer Kurve 
um 1 beschränkt werden (Seite 15), also hat bei willkürlicher 
Wahl der Bestimmungsstücke die konstruierte Kurve keine 


3 


a 


Spitze. Anders ist es mit den gewöhnlichen Doppelpunkten. 
Ein Doppelpunkt beansprucht nicht mehr Bestimmungsstücke 
als zwei einfache (Seite 14), daher wird durch die Forderung, 
eine Kurve solle Doppelpunkte haben, die Wahl der Bestim- 
mungsstücke nicht beschränkt, also hat jede rationale Kurve 
Doppelpunkte. 


Um deren Anzahl zu bestimmen, nehmen wir an, es sei 
x—=.x y=ß ein Doppelpunkt mit den Parametern %, und %,, 
setzen y + = —P, % ı=q und transformieren die Koor- 
dinaten auf den Punkt «,ß, als Anfang. Dann ist: 


A 


see 
Le v D 


Lex ng E i 


es haben die Zähler von X und Y den gemeinsamen Faktor 
%?4+pXR- q, und für den Zähler von X folgt: 


(a, — &C,) et (a, ae RT Dee (An — & CH) 


Die Methode der unbestimmten Koeffizienten gibt uns die 
n + 1 Gleichungen: 


ee 33 
An er Cn‘X Eee 0 euro ie nen aine 6 Neitele re — Q M,_3 — 0 


Eliminieren wir aus denselben « und die Koeffizienten m, 
so erhalten wir die Determinante: 


eh rent 
Da en gr pP | Br 
An—2 Cn-2 | q pP 1 
An—1 En—1 q pP 
An Cn q 


Ebenso erhalten wir für den Zähler von Y eine Deter- 
minante D,, die sich aus D, ergibt, indem man die a durch 
b ersetzt. D, und D, sind in Bezug auf p und q vom Grade 
(n— 1) und es bestimmen also D,—=D,;, = 0 (n— 1)? Werte- 
paare für p und g. 


Jeder Doppelpunkt führt nun zu einem Wertepaar p, q, 
aber nicht jedes Wertepaar p, q gehört zu einem Doppelpunkte. 
Denn seiX?-+pX — q ein Faktor von f;, so folgt: 


n n—1 2 72 
gl rer a. HERR PABIUgI (Ro lt a Area) 


n n=-1 
=nıHt+ m +pn)R +... G:Mm2 
Hieraus erhalten wir (n-+1) Gleichungen mit den (n— I) 
Unbekannten r, nämlich: 


an prrunger; — 0 
Gi uenotzanBfı sah Tila —0 
G — (na = 0 


re 


Da diese koexistieren, so koexistieren auch beliebige n 
derselben, und demzufolge ist jede Determinante /\ gleich Null, 
welche man erhält, wenn man eine Horizontalreihe im fol- 
genden Systeme streicht: 


Die Determinanten A, sind aber zugleich die sämmtlichen 
Unterdeterminanten von D, und D,. wenn man letztere nach 
den Elementen der ersten Vertikalreihe entwickelt. Wenn also 
alle, A ‚gleich, Null ‚sind, so; ‚ist, auch; D, = D,= NZ DEE 
gibt D, — D, — 0 nicht nur die zu Doppelpunkten gehörigen 


52 (n—1) Werte _p=X%+ %; 


g=% Ar, für welche X; und % Wurzeln von , =0 sind, also 
??-+ pr + q ein Faktor von f, ist. Daher ist die Anzahl der 
Doppelpunkte jeder rationalen Kurve: 


nie Ka le) -— 2 0— A, 


p und q, sondern auch die 


Eine een ist eine solche, welche mit der 
Kurve drei unendlich nahe Punkte gemeinsam hat; ihr Be- 
rührpunkt kann natürlich nur ein Inflexionspunkt sein, und es 
ist daher die Frage nach der Zahl der Inflexionstangenten iden- 
tisch mit der Frage nach der Zahl der Inflexionspunkte. 


Sei px +qy-+ r= 0 die Gleichung einer Geraden G, 
so istpf, - qR + r% =, oder, er geschrieben, 


(pau+qgb, Fra )% +(pa,+gb, an we (Pan+gbntrec)=0 


die Parametergleichung ihrer Schnittpunkte mit der Kurve. 


ER. 


Berührt nun & die Kurve im Punkte X = — «x dreipunktig, so 
kann ihre Gleichung auch auf die Form gebracht werden: 


3 n-—-3 n—4 
A) (mA +m,%R + ....Mns) = 0 
Aus diesen zwei Formen ergeben sich die Gleichungen: 
Pp+bgq+or—my, = 


a, p+b,q+c,r— 3x my, —ıı, —u 
3,p+b,q+ c,r— 3a?m, — 3x m, —m, 50 
a,p+b,q+c,r— «m, — 3ax?m, —3x m, —m, —M 
a,p+b,gq+te;r — am, — 3ar?m,—-3am; — My; =: 

np tCong+ Cr =- Hm...) 


Betrachten wir p,q,r und die malsn + 1 Unbekannte 
dieser n + 1 Gleichungen, so erhalten wir als Bedingung für 
deren Koexistenz das Verschwinden folgender Determinante, 
von der wir auch die letzten Zeilen ausführlicher schreiben 
wollen: 


N) 
e) 
1 
WS) 
8 
ww 
sS 
R 
aan 
u) ee ae 


> 
l 


An-3 b„-3 Cn-3 0) a3 3a? 3x 1 
An-2 b.-2 Cn-2 0 a3 3a? 3X 
An-1i Dr Cn-1 0 ou3 32 


N I a3 


Br 


Für jede Wurzel x von E ist eine Inflexionstangente be- 
stimmt, deren Koordinaten p, q.r man erhält, wenn man in 
dem vorhergehenden Gleichungssysteme eine Gleichung weg- 


lässt, den Wert von «x in die übrigen einsetzt, und dann - n 


auf die gewöhnliche Art bestimmt. 


Nun ist in E das Glied mit dem höchsten Exponenten 
von «: 
a RN > 
RE Dart ns 3(n—2) 
guet Damp ed-s] ung ‚ also vom Grade 3.(n — 2). 


Um nun den Einfluss der etwa vorhandenen Spitzen auf 
diese Anzahl festzusetzen, erwägen wir, dass die zwei Tangenten 
an einem gewöhnlichen Doppelpunkt (%,, %,) in diesem je drei 
Punkte mit der Kurve gemeinsam haben. Gleichwohl zählen 
solche nicht als Inflexionstangenten, weil die Parameter- 
gleichungen ihrer Schnittpunkte nur je zwei gleiche Wurzeln, 
2. B %, %0, und ausserdem noch die Wurzel X, haben. Wenn 
sich aber der Doppelpunkt in eine Spitze verwandelt, so fallen 
die beiden Tangenten zusammen, und die Wurzeln Ag, Ay, A; 
sowie %,, %. %, verwandeln sich in je drei gleiche. Also re- 
präsentiert die Tangente in einer Spitze zwei Inflexionstangenten, 
und wenn die Kurve k Spitzen hat, so folgt: 


Eine rationale Kurve hat 3 (n— 2) — 2 k Inflexionstangenten. 
Der Subtrahend 2k lässt sich auch aus der Determinante 
E nachweisen: 


Machen wir nämlich eine Spitze zum Koordinatenanfang 
und weisen ihr den Parameter \—=co zu, so wird u =by 3, 


—b, =0 und daher der Koeffizient von „02 
A anBinnde, De 
a, b, 7 == 0 0 C, zn 
a9) b, C, a, b, o 


i : ; " an—7: . . 
Wir erhalten ferner die Glieder mit« , indem wir aus 
n — 3 Reihen das Glied «? und aus einer das Glied 3x? wählen. 
Diese Glieder müssen, da in den ersten zwei Reihen von E 


weder «? noch «? vorkommt, mit je zwei nicht in einer Kolonne 
stehenden Gliedern des Schema’s 


0,6 
0.10: 


Bait.Dar, C 


asbAä 


also mit Null multipliziert sein. 


3n—8 
Glieder mit x erhalten wir, wenn wir erstens ausn— 4 
Reihen den Faktor «° und aus 2 Reihen den Faktor 3«? wählen. 
Diese verschwinden aus demselben Grunde wie die zuvor er- 
wähnten. Zweitens erhalten wir solche Glieder, wenn wir aus 
n—53 Reihen den Faktor «x? und aus einer den Faktor 3« 
nehmen. Nehmen wir ihn aus der zweiten Reihe, wodurch 
das a? der vierten Reihe ausser Verwendung tritt, so sehen 
wir, dass zur Bildung dieser Glieder je zwei nicht in einer 
Kolonne stehende Faktoren des Schemas 


VE gr 


a5; b5 


u. bb &% 


ds, D3 1.6, 


hinzutreten, welche nicht lauter Produkte 0 ergeben. 


3(n—2) 3n—7 
Somit sind die Koeffizienten von «& und x , aber 
3n—8 
es ist nicht der von« gleich Null, und die Gleichung E=0 
hat für den Fall einer Spitze A —= »o zwei Wurzeln a« —= :, 


welchen die Tangente in der Spitze entspricht. Jede Tangente 
in einer Spitze ersetzt also zwei Inilexionstangenten, wie wir 
nun auch durch die Rechnung nachgewiesen haben. 


Um die Klasse der Kurve, d.h. die Anzahl der Tangenten 
durch einen Punkt zu bestimmen, wählen wir diesen als An- 
fang der Koordinaten. 


Dann ist die Gleichung aller Geraden durch denselben: 
px -+qy=0, und die Parametergleichung ihrer Schnittpunkte 


mit der Kurve: 
we 


pt Fah=lpa, + gb) + (pa, + qbı)% +... Pant gbn—0 


Wenn nun einige dieser Geraden Tangenten sind, so 
haben die Parametergleichungen ihrer Schnittpunkte je eine 
Doppelwurzel = — «a, und es gilt die Beziehung: 

n—2 n—3 


pr rtaeh=r +2 +) (m +m% +... ... mo) 


Daraus ergibt sich ein lineäres Gleichungssystem zwischen 
den Unbekannten p, q, m,, M,, etc., welches das Verschwinden 
folgender Determinante n!®® Grades erfordert: 


a 0 

BI ET DAR 0 

ad a 0 

as beT0 ea 0 
F= 

El a? 


Für jede Wurzel « von F ist eine Tangente durch den 
Anfangspunkt bestimmt, deren Koordinaten p q man. erhält, 
wenn man in dem erwähnten Gleichungsystem eine Gleichung 
weglässt und aus den übrigen p:q bestimmt. 


F ist offenbar vom Grade 2 (n—1) hinsichtlich «. 


Eine Gerade durch den Anfang und einen gewöhnlichen 
Doppelpunkt der Kurve hat zwar in dem letzteren zwei Punkte 
mit der Kurve gemein, gilt aber doch nicht als Tangente, 
weil die Parametergleichung ihrer Schnittpunkte zwei ver- 
schiedene Wurzeln %, %, hat. Verwandelt sich aber der Doppel- 
punkt in eine Spitze, so wird 9, —=%, und die durch den (be- 
liebig gewählten) Anfangspunkt 0 und die Spitze gehende 
Gerade zählt zu den obigen 2 (n—1) Tangenten. Daher ver- 
mindert sich die Zahl der wirklichen Tangenten von 0 an die 
Kurve für jede Spitze um eins, und es folgt: 


Die Klasse einer Kurve n!?" Ordnung mit k Spitzen ist 2 (n —I) — _K, 


Der Subtrahend k lässt sich auch rechnerisch nachweisen. 
Denn sei &» ein Doppelpunkt und weisen wir ihm den Para- 
meter X = co zu, so haben die Zähler von: 

nee. GT: 
Be Gay GI, 
3 


Se LE 


verschwindende erste und zweite Koeffizienten, daher ist: 


ER ie, = Os daherig sc, 


b, = % N. Co u —_— 0; b, =— NCo 
rel Br 
b, 25“ N. C I 0; b, _— 70- 


Setzt man diese Werte in Fein und bestimmt dann den 
2(n—1) 
Koeffizienten von x , so ist dieser 
Eon N% 
cu nt 
Also hat bei Existenz einer Spitze die Gleichung F = 0 
eine Wurzel « = co, welcher die Verbindungslinie von 0 mit 
der Spitze entspricht und wir haben hiemit das frühere Re- 
sultat auch durch Rechnung gefunden. 


=—( 


Die letzten zwei Sätze kann man übrigens auch nach 
einer andern Methode ‚ableiten: 

Ist nämlich ax + by + c=0 eine Inflexionstangente, 
so hat ihre Parametergleichung drei gleiche Wurzeln; also ist: 


af, +bf, +-ch = 0 A 
at eb, ee hand int u Biintz‘ == 10 
af," bf,”- res 0; sh Is if 


für den Parameter des Inflexionspunktes. 


Ist ferner ax + by = 0 die Gleichung einer Tangente 
durch den Anfangspunkt, so ist: Ä 


af, +bh, = 0 
af,‘ + bi,'—= 0 
für den Parameter des Berührpunktes; also 
a 
ER 76 


Die weiteren Schlüsse aus diesen Determinanten wurden schon 
im $ 3, Seite 23 und 25 gezogen. 


Eine Tangente schneidet die Kurve ausser im Berühr- 
punkte noch in n— 2 andern. Fallen von diesen auch noch 
zwei zusammen, so ist die Tangente eine Doppeltangente, deren 
es eine endliche Anzahl gibt. Diese wollen wir jetzt be- 
stimmen. 


u 


Die Gleichung einer Tangente im Punkte X ist: 
x. MM +Y:%, A) +90) = 0, wenn wir (Seite 29) 
eh eh a, ah 
setzen. | 
Die Linienkoordinaten der Tangente sind also offenbar 
®, 9, @% und die Gleichungen unserer Kurve in Linien- 
koordinaten sind: & = Ben Yiz= 2 
9 93 | 
Denn für alle Werte des Parameters X erhalten wir die 
Koordinaten aller Tangenten, die unsere Kurve einhüllen. 


Seien nun &=a n=b die Koordinaten einer Doppel- 
tangente, die zu den Parametern %, %, gehört, und setzen wir 
o, = —Pp, A 4, So verschwinden die Ausdrücke: 
BRIENN Bel Dr 

Ps O3 
füräö=a n—b, also auch für X=%, undifür KE=dgr daher 
haben die Zähler derselben den Faktor X? -+-pXA-- q gemeinsam. 
Durch Wiederholung der auf Seite 34—--36 gemachten Schlüsse 


r Be 
Mh Nee 


9] 


tangenten hat, wenn v. den Grad der Funktionen », also die 
Klasse der Kurve bedeutet. 


erfahren wir, dass unsere ee (»— 1) (»— 2) Doppel- 


Ist nun %, nahezu gleich %,, so sind es zwei nahe bei 
einander liegende Tangenten, die durch ihr Zusammenfallen die 
Duppeltangente bilden; wenn also %, — X, ist, so fallen zwei 
unendlich nahe Tangenten zu einer Doppeltangente zusammen. 
Zwei unendlich nahe Tangenten haben aber zusammen drei 
Punkte mit der Kurve gemeinsam, wie man erkennt, wenn 
man zwei in einem Kurvenpunkte sich schneidende Sehnen 
durch Drehung in die Tangentenlage überführt. Also ist eine 
Doppeltangente, welche zwei unendlich nahe Tangenten ver- 
tritt, nichts anderes als eine Inflexionstangente. Daher ist die 
Anzahl r der eigentlichen Doppeltangenten, wenn wir unter 2 
jene der Inflexionstangenten verstehen, 


Wu 1 ae 2) m 22 
ai Zi a ee 2) [30-2)— 2k | 


Daraus folgt durch einige elementare Reduktionen: 


a 


Die Anzahl der Doppeltangenten einer rationalen Kurve 
n“e" Ordnung mit k Spitzen ist: 


7T=2 (n—2) M-9) — gan kW 


Die Ableitung dieser Anzahl lässt sich auch ohne Linien- 
koordinaten bewerkstelligen, wenn man auch auf die Funktionen 
o genau das Verfahren anwendet, durch welches Hermite 
(vergl. S. 31 Anm) die Anzahl der Doppelpunkte einer ratio- 
nalen Kurve n!® Ordnung bestimmt, und daher so verfährt: 


Die Gleichungen der Tangenten in den Punkten %, A, sind: 


MH) +0) Ami Tee 
weh . ete 
AM) FIR) FEAR); Big Er 
DE ADIR. , etc. 
Damit diese Tangenten in eine zusammenfallen, muss sein: 
1) (Ro) Ba? A). 2) ad) ® (A) 
93 (%) 3 (A) 93 (%) 93 A) 
Aus 1) folgt: 
91 (%) MA) = 
95 (%) 93 (A) 
Zerlegen wir die beiden Quotienten in Partialbrüche, so 


ergibt sich, wenn a,b, etc. die Wurzeln von o, und A.B, 0 
gewisse leicht bestimmbare Konstanten sind: 


& A B (6 
— DETEROLLE 
% Egg a | h— b ni aa C ü 
& A B Ü 
ih ,.Boh, u ee —f) 


Vereinigen wir die unter einander stehenden Brüche, so 


kommt: 
AI —)—-%— a] 
Hd an + %A)+ a? 
Da der in allen Zählern auftretende Faktor %, — %, keiner 


Doppeltangente entspricht, so dürfen wir ihn weglassen. 
Wenden wir das Summenzeichen an und setzen % %, = 9, 


+ etc. — (0 


u =-—p, so erhalten wir: 
3) 2 HT 2 Ey — 0 


q+apra 


VE EEE 


Entfernt man hier die Brüche, so erhält man, da jeder 
Zähler mit »— 1 Nennern multipliziert ist, eine Gleichung 
(„. — 1)! Grades hinsichtlich p und gq. 

Analog erhält man auch aus der Gleichung 2) eine 
Gleichung (» — 1)!®® Grades hinsichtlich p und g. 


Die letztgenannten zwei Gleichungen geben uns daher 
(„. — 1)? Lösungen für pu.q und ebensoviele Wertpaare %,, %ı. 


Unter diesen sind aber a v.(u—1) Wurzelpaarep—=—(a--b) 


q=ab der Gleichung 9%, = 0, welche zu keiner Doppel- 
tangente gehören. Denn setzt man .z. B.: 
aA N—=b ao y gab WIR = na, 
so folgt: | 

4), q+tap+ a =ab—-(a+b.a + a?=0 

5) q+bp+b=ab— a-+b).bdb+b=0 
und da nach Entfernung der Brüche in 3) jedes Glied ent- 
weder mit 4) oder mit 5) multipliziert ist, so verschwindet 3) 
für das Wertepaar ,—=a %—b. Daher ist die Anzahl der 
zu Doppeltangenten gehörigen Lösungen und auch der Doppel- 
tangenten selbst: 


1 
(u — 1)? — > vu. (u. — 1) = 1; (—1) (— 2) 
Wie diese Anzahl in die Form 
-—=2(n- 2) a—3)— 2 (4n—k— 1) 


kommt, ist bereits oben dargelegt worden. 


8 5. 
Die Elimination und die Einführung des Parameters bei 
Gleichungen rationaler Kurven. 


Wenn man die Gleichungen 


in h, 
| Ehe oe enge 
nach Potenzen von X ordnet, so erhält man 
n n—1 
GH) + AH HH) +.:.... (on X — %) = 0 


n n—1 
(oy— bb) + a YJ—b)R + ..2...(m y — ba) 0 


Un u 


Bildet man aus diesen die Sylvestersche Determinante D, 
so ist dieselbe scheinbar vom Grade 2n hinsichtlich x,y; und 
obwohl bei einer vollständigen Entwicklung derselben die 
Glieder von höherem Grade als n wegfallen, so dürfte das an 
der allgemeinen Form von D doch schwer nachweisbar sein. 
Dagegen hat Salmon-Fiedler*) gezeigt, wie man eine Elimina- 
tionsdeterminante 3nt® Grades bildet, welche hinsichtlich x, y 
nur vom n{®? Grad ist. 


Wir können aber auch eine Determinante nf" Grades 
bilden, welche hinsichtlich x und y vom Grade n ist, und daher 
das fragliche Eliminationsproblem in der einfachsten Form 
löst. Zu diesem Zwecke wenden wir die Methode von Bözout- 
Cayley**) an. Nennen wir den i!® Koeffizienten der einen 
Gleichung i, den kt®® der anderen k‘, so sind alle Glieder der 
Bezout’schen Determinante Summen, deren einzelne Summanden 
ik’ — ki’ sind, wobei als i, k, 1’ k' successive alle Koeffizienten 
der Gleichungen in Verwendung kommen. Nun ist aber in 
unserm Falle: 


ik’ — ki’ = (4x — 8) (ic J— be) — (X —- &) (Gy — bj) 
ee (b; ck — c;bx) X -H (Ca. — 2;Ck) % = (a,b, —- b;ar) 
Also sind die Elemente der B£&zout’schen Determinante 
lineare Funktionen von x und y, und da diese selbst vom 


Grade n ist, so ist auch die Gleichung unserer Kurve nach 
Elimination des Parameters vom Grade n. 


23 N) 
mE Da 


so Ist die B6zout’sche Resultante 


Ist-2. B- x = 


(ab) (ac) (ad‘) 
(ac) (ad) + (be) (bd) I =0. 
(ad‘) (bd‘) (ed) 
Dabei sind Haug r 5 die Koeffizienten der nach Potenzen von 


?% geordneten Gleichungen, und (ab‘) = 
übrigen Glieder. 


ab’ — a’b; analog die 


*) Analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven, Leipzig, Teubner 
2. Aufl. 1882, Seite 40—41. 


**) Siehe z. B. Salmon-Fiedler, Algebra der linearen Transformation. 
Leipzig, Teubner, Seite 82. 


Aus dieser Resultante folgt als Gleichung der Kurve: 


x—y 0 1+x--y | 
I, su Nm X RR Di 
1+x—-y —x 0 
oder: 


9x3 —4x?y-t 3xy?—y34 3x? —6xy + 3y? 3x 3y 10 
Salmon-Fiedler hat ferner*) angedeutet, wie man die 


Gleichung einer Kurve mit 5a) (n—2) Doppelpunkten 


(„rom  Geschlechte Null“) . in Parametergleichungen über- 
führen kann. 


Wir wollen die dortigen Ausführungen hier genauer be- 
sprechen, und an dieselben einige Bemerkungen und kleine 
Vereinfachungen knüpfen. 


Sei die Kurve 3. Ordnung 


I ax®+bx?y+cxy?+dy’+cx?4+1Ixy+ By 0 
gegeben, welche einen Doppelpunkt im Anfang hat. 


Setzen wir x=Xy, schneiden wir also die Kurve durch 
das Büschel von Geraden aus dem Doppelpunkte, so liegt’ auf 
jeder Geraden ein weiterer Punkt der Kurve, und zwar gehört 
zu jedem % ein Kurvenpunkt. Also muss die Substitution von 
x=Nyin I die Parametergleichung für y geben. In der That 
können wir nach der Substitution durch y? dividieren und er- 
halten: 


aa ++ bb’ HA +dyteX!+-Nt+g—=0 
Bram ee 
N FETTE SER STUFE und weil x=%y, so folgt weiter: 
ro de 
ar ge 
Parametergleichungen einer Kurve mit (n—1)fachem Punkte 


sehr leicht herstellen kann, wenn man diesen Punkt als Anfang 
der: Koordinaten wählt. 


Denn für die Kurve: 


Daraus folgt, dass man auch die 


n n—1 n n—1 n—2 n—1 
PoX +PıX Yt-.-- Pay IX FAX Ft... my = 0 
ergeben sich die Parametergleichungen: 


*) Ebene Kurven, Seite 39—40. 


BERN 7}, EDER 


yida 1 + en SE: le 
a Er Pr 

RU, wr + IUSEn ESSEN 

Dies, ak Rice 10. $% Pn 


Um nun die in Frage stehende Aufgabe allgemein zu 
lösen, schneiden wir die Kurve n#® Ordnung F = 0, welche 


ee) (n—2) Doppelpünkte besitzt, durch ein Büschel von 


Kurven k#r Ordnung u —ıv= (, das die 5 (n— 1) n—2) 
Doppelpunkte, sowie s weitere feste Punkte der F als Grund- 
punkte hat, und von dessen Kurven ausserdem noch jede durch 
einen variablen Punkt von F hindurchgeht. Dann gehört zu 
jedem % eine Kurve des Büschels und ein Punkt von F, in 
welchem die Kurve des Büschels die F schneidet. 


Eliminieren wir aus der Büschelgleichung und F eine 
Koordinate, z. B.x, so wird die andere y als Funktion von A 
ausgedrückt und hat als Wurzeln 1) die Ordinaten der Grund- 
punkte, und zwar der Doppelpunkte doppelt, 2) die Ordinate 
des variablen Punktes. Der Quotient aus dem letzten und 
ersten Koeffizienten dieser Rliminationsgleichung gibt also das 
Produkt der Wurzeln, von denen die ersten bekannte Zahlen 
sind, die zweite eine Funktion von X ist, und durch Division 
mit den ersten gefunden wird. 


So findet man also y=» (N) als Gleichung der Ordinaten 
von F, und zwar ist 9 eine gebrochene Funktion ner Grades. 
Denn wenn wir u—ıv und F nach Potenzen von x ordnen, 
so sind die Koeffizienten von u—‘v lineär hinsichtlich ‘X; 
ferner wird die Sylvestersche Eliminationsdeterminante aus k 
Reihen der Koeffizienten von F und aus n Reihen der Koef- 
fizienten von u—ıv gebildet, woraus unsere Behauptung sich 
ergibt. Zur Lösung unseres Problems brauchen wir nun nicht 
die ganze Eliminationsgleichung, sondern nur das Glied mit 
der höchsten und das mit der nullten Potenz von y zu ent- 
wickeln. 


Ganz auf dieselbe Weise findet man x=!UA, wobei U 


eine gebrochene Funktion n‘®® Grades von X ist und zwar haben 
» und Y den gleichen Nenner. 


u dt 


Dieses erkennt man zwar schwer aus der allgemeinen 
Form der beiden Sylvesterresultanten, aber leicht aus folgender 
Ueberlegung: 


E 
Wenn wir bereits y — E - gefunden haben, und substituieren 


dieses in a ee unserer Kurve F = (0, so hat diese 
n Wurzeln ‘ %) und unter denselben befindet sich auch 
die a Lösung von F=0 und u—%v=(, nämlich 
die schon erwähnte rational gebrochene Funktion x = LU). 

Das allgemeine Glied von F — 0 ist, wenn wir mit f," 


sr s r a—r 
multiplizieren: mim RIiiicnrs 
dabei ist s rn, also s<n-—. r. 
Substituieren wir xf;,—={& so wird das allgemeine Glied: 
m &.v, wobei v eine rationale Funktion von X ist. 
Daher en F die Form an: 
n—L 
ng ST TR We, TER 
wobei m, Konstant und v; eine rationale ganze Funktion von A 
höchstens vom Grade in ist. 
Da m, konstant ist, so können die rationalen Wurzeln & 
nur ganze Funktionen w (A) sein, daher ist: 
u ni, 
w() 
f; 
Es erübrigt nun noch die Beantwortung der Frage, wie 


also 2.40 ‚ was zu beweisen war. 


gross man die Zahl a 1) n—2) + s der Grundpunkte und 


die Ordnung k des Büschels wählen kann und muss, damit 
man eine möglichst einfache Lösung der vorliegenden Aufgabe 
erhalte. 

Nun muss einerseits das Büschel durch die Grund- 
punkte bestimmt sein, also ist 

1 1 
I) 5K k+3)—1-= = (m—1) (n—2) + s*®) 

Ferner muss eine Kurve des Büschels die F ausser in 

den Grundpunkten noch in einem Punkte schneiden; daher ist: 


kn m 
*) Hier sind die Sätze als bekannt vorausgesezt, 1) dass eine Kurve 
kter Ordnung durch = k(k + 3) Punkte bestimmt ist, 2) dass eine Kurve kter 


und eine nter Ordnung sich in kn Punkten schneiden, wobei ein Doppel- 
punkt doppelt zählt. 


RE 


Durch Elimination von s kommen wir zu der Gleichung: 
k?— (2n—3) k+ (n—1) mn—2) = 0 
Daraus ergibt sich als der einfahere Wert von k: 
k=n-—2, und mit Hilfe von Gleichung 2) 
Ioleer 8 —ın? 3. 


Ein wfacher Punkt ersetzt n vu. (u. — 1) Doppelpunkte, weil 


in ihm jeder der u. Kurvenzweige die „—1 anderen schneidet. 


Wenn also die gegebene Kurve einen pfachen Punkt 
hat, so haben wir für Bestimmung der oben erwähnten Zahlen 
s und k die Gleichungen: 


I) 5k +3) 1 | 5a-Na-9- zul | t1-+s 
IV) kn —=[n—1) mn —2)—v(w—1]+u+s-+1 


(dabei vertreten die Summanden 1 und u. auf den rechten 
Seiten von III und IV den »fachen Punkt ) 


Aus 11I und IV folgt durch Elimination von s und Ver- 
einfachung: k®— (2n—3) k + n—u) n+1u.—3) = 0. 


Für u. > 5 also für jedes in Betracht kommende ». ist 


n—- u. <in Fu—3. 
Also müssen wir im Falle eines wfachen Punktes wählen: 
k=n— u 
s=3.n—l)— un —u- 2). 
Wir wollen diese Theorie noch durch ein Beispiel er- 
läutern. Die Kurve: 
Faro yo oya=0 1 
de DIES a 
hat die Doppelpunkte x = y=0, 
x=0,y=1, 
x=-l,y=0; 
denn F lässt sich in die Formen bringen: 
1) ux®— v.y?— wxy 
2) u, 2? — v, Y—N)’—- wx.(y—]l) 
3) w (x— 1)? — 1, y’— w(x—1).y*) 


*) Die allgemeine Theorie der Kurven lehrt, dass 
F=a?’u-+-axßw+Pß?v den Doppelpunkt «—=0 % —0 hat. 
4 


— HEHE 


F geht ferner durch den Punkt x=1 y=1; und man 
muss'’k =2 8 gelzen: 
Wir bilden also das Kegelschnittbüschel 
HI xx—-)—-rIyy—)=0, 
welches durch die vier Punkte 0,0; 0,1; 1,0 1,1 geht. Nun 
schreiben wir | 
II=IV x? — x—ıyy—)=0. 
In II und IV bezeichnen wir vorderhand die Koeffizienten 
abgekürzt: 
a a 
V\Ix®—x-+a = 
Hier ist es, wie überhaupt immer, wenn die Koeffizienten 
nicht ganz allgemein sind, einfacher, ohne Determinanten zu 
eliminieren. Wir folgern aus VI: 


x wu Zug 
RI NIT ON — X—a—3aX 
xt— x? — 2ax +? = x—a—2ax-t2 
Diese Werte in V substituierend, erhalten wir eine lineäre 
Gleichung für x und daraus 
a —a?— aan +aß+d 
ee 1-94, x 1 aa 
dieses in IV substituiert, folgt: 
VII (a-a2-aa+aß-+-8)?+(-ata2+aa-aß-S)(1-2a-ataa- P) 
+ a. (1-2a-x--ax + PB)? — 0 
Im ersten Gliede von VIII ist: 
l—a+ß=1—y-2+y+1=0 
Im dritten Gliede von VIII ist 
der Koeffizient von a: —2 tı =--2+y+2—=y 
der Koeffizient von ad: 1—a-+ß=0. 
Dadurch vereinfacht sich VII in: 


(— a2 +8)? + (a —8).ayt ay?— 0, 
Ferner ist 
2 —s—My2(1—y)?— y?(l—y)?— VE 
Also wird unsere Resultante: 
L-YAPFPÜTRENDDAFTI FT 
Dieselbe hat den Faktor y* für die zwei Doppelpunkte 
x—0 y=(0; x=1 y=0; ferner den Faktor (1 —y)? für den 


er 


Doppelpunkt » —1, und den einfa 
Dividieren wir dt y (l —y)?, so erhalten wir eine are 
Gleichung für y und aus dieser 
_@—1) @+r— 1) 
BETRETEN 
Ordnen wir nun die Gleichung für F sowie die des 
Kurvenbüschels nach Potenzen von y, so erhalten wir: 
yt—2y°?-7P?+&®—x?)).y—- X(l—x)’= 0 
ey A u al 2%) — ( 
oder mit n —ay® +ßy? +yy—I—=0 
y—yta — (0 
Die letzteren Gleichungen unterscheiden sich von den 
früheren nur durch Vertauschung von x mit y und durch das 
Glied y y, daher brauchen wir auch in der Resultante dem 
Koeffizienten von y nur das Glied x beizufügen, so dass die- 
selbe wird: 
(a-a?-ax aß ia! H(-a-+a?+ax-aß-5) (l-2a-atxa+ß+Y) 
+ all-23-x toa By)? = 
Ferner ist: 1—c+ß=1—2+41= 
—2 = —2+2=0 
ke Wery te 
Daher wird die Resultante: 


(a—8)2-4 (a2 9) (x3— x?) + a (X x)? — 0 


ne TE es 


‚xt(1—x)?— 0 


4 


Hier lassen sich die Faktoren x! und (1— x)? aussondern, 
entsprechend den Abszissen der Grundpunkte: 0,0 und 0,1 
Doppelpunkte; sowie 1,0 Doppelpunkt, 11 einfacher Punkt. 

Dann wird die Gleichung für x linear, und es folgt: 

RN) Ear— N, 
Rear 9). 

RN) R+r— 1) 
Ne] 
unserer Kurve F. 


diese Gleichung und 


sind also die Parametergleichungen 
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